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Abstract - Revisited results about the theory of steady laminar forced convection for 2D external boundary layer flows. 
This paper is inspired by the observation in the literature that there was a lack of data about the knowledge of semi-analytical 
solutions of steady thermal state applied to laminar boundary layer flows in the case of forced convection. Thus, we have 
made a complete analysis and synthesized the results on both the surface temperature and the surface flux problems, from the 
development of integral and differential methods, in the range 10m3 < Pr 5; 102. Moreover, it has been shown that the same ratio, 
ST/~ = 20 traduces the transition between boundary layer and slug flows, whatever the thermophysical considered case. Finally, 
we present a warning about the use of 2 and 3-order polynomial shapes by Pohlhausen method which induce a non-unicity of 
steady state thermal solutions. @ Elsevier, Paris. 

integral method / differential method / laminar boundary layer / forced convection / steady state 

R&sum6 - Cet article est n@ du constat, dans la IittCrature, de donnees incompl&es, voire error&es, concernant les solutions 
semi-anafytiques des regimes thermiques &ablis en convection for&e, plus particul~~rement dans le cas des Pcoulements laminaires 
de type couche limit@. II nous est apparu alors necessaire de reconsiderer entierement le probleme et d’dtablir une synthBse des 
r&ultats relatifs aux problemes, tant ZI temperature qu’& flux impos&, obtenus par voies diff&entielle et intCgrale sur la plage 
10e3 5 Pr < 10’. De plus, nous montrons par la methode integrale que, quel que soit le problime thermophysique considS, 
c’est pour une m@me valeur &T/6 = 20 qu’apparait la transition entre Ccoulement de type couche limite et Ccoulement parietal 
cisaiil& Enfin, nous mettons en garde contre l’emploi des ordres polynomiaux 2 et 3 par la methode de Pohlhausen, qui induisent 
une non-unicite des solutions de regime thermique etabli. @ Elsevier, Paris. 
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Indices et exposants 
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i. INTRODUCTION 

L'4tude th4orique des 4coulements laminaires de 
type couche limite sur une plaque plane en convection 
forc4e, tant 50 flux qu'50 temp4ratUre pari4tale impos6s, 
a, sans conteste, 4t4 l 'une des plus abord4es dams la 
litt4rature traitant des probl~mes thermoconvectifs en 
r4gime 4tabli. Les premiers travaux sont attribu4s 
Pohlhansen [1] qui, 50 partir des r~sultats de Blasius [2], 
a 4tudi4 le probl~me thermoconvectif /~ temp6rature 
de paroi impos4e par m4thode diff4rentielle, sur la 
gamme 0 , 6 < P r < _  15,0. Compl4t4s  depuis, aussi bien 
par m4thode diff4rentielle que par m4thode int4grale, 
et 4tendus an probl~me 50 flux de paroi impos4, ces 
travaux sont unanimes pour d4finir, sous l 'hypoth~se 
de non-thermod4pendance des propri4t4s du fluide, les 
solutions du r4gime thermique 4tabli sous les formes 
semi-analytiques suivantes : 

- probl~me 50 flux pari4tal ~Simp impos4 : 

O p ( X )  - -  ~)imp X 

A f k P r ~  ~ (1) 

- probl~me 50 temp4rature pari4tale Oimp impos4e : 

qSp(x) = Afk P r  ~ O i m p  - -  (2) 
x 

L'4tude propos4e est principalement consacr4e £ la 
d4termination du param~tre k P r  n qui apparait dans 
les 4quations (1) et (2), et qui, d4pendant de la facult6 
intrins~que du fluide 5. eonduire la chaleur, ne peut 
6tre d4termin4, quelle que soit la d4marehe thdorique 
retenue, que par voie num4rique. Dans la litt4rature, les 
auteurs expriment eommun4ment ee param~tre sous la 
forme de lois de r4gression, aeceptables sur des plages 
donn4es de nombre de Prandtl,  une lois d4termin4e la 
valeur de l 'exposant n. 

Depuis ces derni~res d4eennies, l 'aecent est mis 
principalement sur l '4tude des r4gimes thermoconveetifs 
en r4gime instationnaire [3, 4]. Aussi, l'int4r~t que nous 
portons ~ une parfaite connaissanee des solutions de 
r4gime 4tabli (1) et (2) est li~ an fait qu'elles constituent 
les solutions asymptotiques des r4gimes transitoires : 
solution initiale pour les probl~mes instationnaires de 
refroidissement et solution finale pour eeux de ehanffage. 

Un examen attentif montre que ees valeurs men- 
tionn4es du terme k P r  "~ s'av~rent bien souvent in- 
completes, voire, comme nous le montrerons plus loin, 

errondes (un rappel des donn4es bibliographiques sera 
4tabli plus loin dans l'expos~). En partieulier, le cas 50 
flux pari4tal impos4 apparMt eomme peu trait4. Qui plus 
est, admis au fil des parutions d'ouvrages de synth~se, 
il semble que ees r4sultats n'aient jamais 4t6 rediseut4s. 

Partant  de ce constat, notre objeetif est de fournir 
des conclusions de synth~se en dressant, en premier lieu, 
un tableau le plus complet possible des variations du 
param~tre k P r  ~ en fonction de P r ,  tant par m4thode 
int4grale £ l'ordre 4 (les raisons du choix de cet 
ordre polynomial seront discut6es ult6rieurement) que 
par m6thode diff6rentielle. Pour ce faire, nous avons 
repris g la base les principes des deux m6thodes. 
Conscients que la majorit6 des fluides usuels ont un 
nombre de Prandtl  compris entre 0,7 et 20,0, et 
qu'5 notre connaissance il n 'en existe pas ayant un 
hombre de Prandtl  compris entre 0,02 et 0,6, nous 
avons n6anmoins consid4r6 comme cadre de l'6tude 
l'ensemble de la plage 10 .3 < P r  <_ 10 2, qui couvre aussi 
bien les m4taux liquides que les huiles lourdes. De ce 
tableau de r4sultats, ont ensuite 4td d4duites des lois 
de r4gression du param~tre k P r  ~ en fonction de P r  ; 
si nous confirmons eertaines donn4es de la litt4rature 
en pr4eisant plus en d4tail leur domaine d'applieation, 
d 'autres sont eependant infirm4es. 

Deux eompl4ments 50 eette 4rude ont 6t6 ajout6s : 
ils eoneernent la m6thode int4grale. Le premier a trait 
aux 4eoulements pari4taux cisaill6s. Constituant un cas 
particulier des 4eoulements de type eouehe limite, ils 
pr4sentent l 'avantage, lors de leur r4solution th4orique, 
d 'admet t re  une solution purement analytique. Aussi, 
une analyse comparative entre ees deux types d'4coule- 

de d4finir la valeur du rapport ~ an-delg ment permet 
o 

duquel un 4coulement de type couche limite se comporte 
comme un 4coulement pari4tal cisaill4. 

Le second compl4ment concerne le choix de l'ordre 
polynomial de la m4thode de Pohlhansen. Si notre 
d4marche th4orique repose sur l'emploi de l 'ordre 4, nous 
nous sommes n4anmoins int4ress4s aux ordres inf4rieurs 
2 et 3. Sur la base de consid4rations math4matiques, 
nous mettons en garde contre l'emploi des ordres 2 et 3. 

2. R I : S O L U T I O N  PAR M E T H O D E  
DIFFI~RENTIELLE 

2.1. Probl~me dynamique 

En introduisant le changement de variables rl 

= y dans les 4quations de brian en r4gime station- 
x 

naire 2D de type couche limite lmninaire en convection 
forc6e [6], l '6quation de quantit6 de mouvement s'6crira : 

1 FF" P ' " +  ~ = o (3) 

399 

I 

O 



G. Polidori et al. 

avec, pour conditions aux limites : 

{; 0 :0 
oc, U=U~¢ ::> F QI = oo) = 1 

L'6quation diff6rentielle (3), dite de Blasius, admet 
des solutions affines sons la forme 

U 
F ' ( , )  = U--~ 

En supposant que le probl6me thermique admet 
lui aussi des solutions affines, la d6marche consiste /t 
rechercher la temp6rature sons la forme 

O 

2.2. Probl~me a temperature impos~e 

En exprinmnt les d6riv6es de O*(r]), et apr6s report 
dans l '6quation de l'6nergie [6], on obtient l '6quation 
diff6rentielle traduisant le probl6me thermoconvectif 
temp6rature impos6e : 

_1_1 ~ , , ,  1 
Pr  + ~ F O * '  = 0  (4) 

Les conditions aux limites thermiques du probl~me 
sont : 

y = 0 ,  O = O p  ::~ O1(~7 = 0) = 1 

y=cc,O=Ooc30 ~ O , ( n = c c ) = 0  

[Y = ~ ' U v = °  o = o  

Les solutions obtenues sont alors de la forme 

~p = --)~f (~*' (T] = 0) Oimp RV/~x 
X 

(5) 

2.3. Probl~me ~ flux impos~ 

En conservant la m6me forme adimensionn6e pour 
0"  (rj), les solutions sont affines si et seulement si : 

~imp X 
O = G01 ) Af 

Op = G(~ = 0) ~imp X 
Af 

Le calcul des d6riv6es £ partir des expressions 
pr6c6dentes aboutit,  apr6s report dans l '6quation de 
l'6nergie [6], £ l '6quation diff6rentielle en G : 

1_~ G" 1 F '  1 G' 
Pr  - ~ G + ~ F = 0 (6) 

400 

Cette 6quation v6rifie les conditions aux limites : 

{ G t ( r ] = O ) = - I  

G(~ = ac) = 0 
a ' ( ,1  = ~ )  = 0 

En adoptant  un maillage fin, A T = 0,01, la r6solution 
num6rique de l '6quation de Blasins (3) est obtenue par 
la m6thode de Runge-Kut ta  au 4 e ordre, et celle des 
6quations de la thermique (4) et (6) par un sch6ma 
implicite aux diff6rences finies. 

3. RI~SOLUTION PAR LA MI~THODE 
INTEGRALE DE KARMAN-POHLHAUSEN 

3.1 Profils de vitesse et de temperature 
par la m~thode de Pohlhausen 

I'ordre 4 

La m6thode de Pohlhausen consiste en une d6compo- 
sition polynomiale des champs respectifs de temp6rature 
au sein de la couche limite thermique, et de vitesse au 
sein de la couche limite dynamique. Moyennant des 
conditions aux limites ad6quates [6], on obtient, ~ For- 
dre 4 : 

y3 y4 

O = O p  1 - 2  Y---+2 
5T 5 3 

(Ta) 

(7b) 

3.2. Epaisseurs des couches limites 
thermique et dynamique 

L'expression de la couche limite thermique se d6duit 
de la condition d'application d 'un  flux ou d 'une 
temp6rature g la paroi, £ savoir : 

3 0 )  Cp 
~ = o -  ~ (8) 

En reportant dans (8) l'expression du champ des 
temp6ratures (7b), on obtient : 

Af Op ~T = 2 ~ (9) 

L'expression de l'6paisseur de couche limite dyna- 
mique se d6duit de l '6quation de Karman [5] off 
le champ des vitesses est donn6 par la m~thode de 
Pohlhausen (7a). 
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X 
En posant, h l 'ordre i, 6 = ~i ~ ,  on obtient, 

l 'ordre 4 : G = g ~-~ (~  5,83). 

Ce faisant, en reportant  dans (9) l 'expression initiale 
(1) de Op, on ddfinit le rappor t  des dpaisseurs des deux 
couches limites par  : 

6T 2 
- - -  ( 1 0 )  

6 ~4 k Pr  '~ 

La m~thode de Karman  Pohlhausen repose s u r  

la formulation int~grale de l '~quation 6nerg(itique au 
sein de la couche limite thermique. Aussi, une des 
caraet~ristiques fondamentales du prineipe integral 
repose sur la consideration des positions respectives des 
deux couches limites thermique et dynamique, induisant 
de fair une distinction, selon que l '6paisseur de la touche 
limite thermique est sup~rieure ou inf6rieure h la couche 
limite dynamique. 

3.3. Cas ou ~ < 

Darts ce cas l '~quation intdgro-diff~rentielle de l'~ner- 
gie a pour expression : 

d ~o ~T (~yO) d--~ 0 U dy = - a f  (11) 
y = 0  

Cette ~quation est r~solue en reportant  les expres- 
sions (7b) pour O et (1) pour O~. I1 apparai t  clairement 
dans (1) et (2) que le param~tre k Pr  ~ est 6quivalent au 

Nux  
rappor t  ~ .  Par  commoditd, et pour rester coherent 

avec la formulation adopt~e par plusieurs auteurs, nous 
poserons : 

Nux 
= k P r  n (12) 

Remarque. S'il est commode d'exprimer,  dans la 
relation (12), le param~tre k P r  n sous la forme d 'un 
groupement  adimensionnel, il n 'en demeure pas nmins 
que cette formulation est physiquement sujette 
ambigu'itd. En effet, Pallet [5] met  en garde contre 
l 'emploi du nombre de Nusselt, qui n 'est  pas un crit~re 
de similitude, comme l'est le nombre de Reynolds. I1 
serait pr4fdrable d 'exprimer  le param~tre k P r "  sous 
la forme d 'un groupement  adimensionnel traduisant  
des crit~res de similitude. Aussi, l ' introduction du 
nombre de Stanton parMt souhaitable. Une dcriture 
physiquement plus logique du param~tre k Pr  "~ serait : 

St ~ Pr  = k Pr  "~ 

Nous adopterons n~anmoins la formulation (12) dans 
le seul but de rendre plus aisSes les comparaisons avec 
les travaux ant~rieurs. 

3.3.1. Flux pari6tal impos6 

La r~solution de l '6quation (11), apr~s report  de 
l 'expression (1) 
polynomiale : 

( Nu~ ~ Pr ,/gC/ 

de Op, conduit ~ la formulation 

8 

35~2 \/~x/-R-b-2~] + ~ = 0 (13) 

En reportant  l 'expression (10) du rappor t  des deux 
couches limites dans l '6quation (13), on trouve que 
5_T 

l -  

= 1 correspond/~ P r  = 0,5 ; -~  < 1 est done v6rifi~e 

pour Pv >_0,5 (on trouve parfois [6] Pr >_0,6 pour ce 
c a s ) .  

3.3.2. Temperature pari~tale impos~e 

De la m6me mani~re que pr6c~demment, mais en 
reportant  l 'expression (2) de 45p dans l '6quation (11), 
on obtient : 

~ j - Y  1-~ \ R.,m.,m.,/-m:j 

35 ~ \ R,/-R-~] + ~ = 0 (14) 

En adoptant  la m~me d~marche que pr~cSdemment, 
on trouve que le domaine de validit~ de cette ~quation 
correspond £ la plage Pr  > 1,0, ce qui est conforme avec 
les donnSes de la litt~rature. 

3.4. Cas ou 5 T  _> 5 

Darts ce cas, l 'dquation de l'~nergie s'~crit : 

d[/o  1 d-~ O U d y + U ~  O d y  = - a f  
y=O 

(15) 

3.4.1 Flux parietal impos~ 

L'~quation polynomiale ainsi obtenue s'~crit : 

( Nu~ ) 5 54 { ' N u x ' ~  4 [197.2 

c~ \ ~ )  

2 8 8 o ] {  Nu~ ,]2 

1 728 
+ ~---~--=0 (16) 
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TABLEAU I / TABLE I 
Nu~ 

R~capitulatif des valeurs de ~ et sur la plage 10 -3 < P r  <__ 10 2 

Nux  
Summary of ~ and values in the range 10 -3 _< P r  < 10 2. 

Flux impos6 

M6thode diff~rentielle Karman-Pohlhausen 

Nit ~T 
6 

Nit 

0,025 20,833 0,023 

0,056 9,434 0,051 

0,077 6,666 0,07 

0,105 4,854 0,096 

0,140 3,484 0,129 

0,175 2,688 0,162 

0,200 2,293 0,187 

0,260 1,692 0,245 

0,301 1,422 0,285 

0,333 1,262 0,317 

0,361 1,157 0,343 

0,384 1,075 0,366 

0,406 1,012 0,387 

0,425 0,961 0,406 

0,460 0,884 0,440 

0,581 0,686 0,558 

0,666 0,592 0,642 

0,791 0,497 0,764 

1 0,393 0,965 

1,255 0,309 1,219 

1,700 0,228 1,657 

0,181 2,150 2,089 

~T 
6 

14,294 

6,726 

4,900 

3,573 

2,659 

2,117 

1,834 

1,400 

1,204 

1,082 

1 

0,937 

0,866 

0,845 

0,780 

0,615 

0,534 

0,449 

0,355 

0,281 

0,207 

0,164 

Temperature impos~e 

M~t:hode diff~rentielle 

Nu ~T 

0,017 23,256 

0,{)38 13,158 

0,{)51 7,576 

0,070 5,494 

0,{)95 3,968 

0,121 3,067 

0,140 2,610 

0,183 1,926 

0,213 1,623 

0,237 1,439 

0,257 1,317 

0,276 1,222 

0,292 1,151 

0,306 1,092 

0,331 1 

0A20 0,776 

0,482 0,671 

0,573 0,562 

0,723 0,444 

0,910 0,352 

1,232 0,259 

1,547 0,205 

Karman-Pohlhausen 

N u  5T 

0,017 20,179 

0,037 9,272 

0,051 6,726 

0,070 4,900 

0,096 3,573 

0,122 2,812 

0,141 2,433 

0,187 1,834 

0,219 1,566 

0,245 1,400 

0,266 1,290 

0,285 1,204 

0,302 1,136 

0,317 1,082 

0,343 1 

0,439 0,781 

0,506 0,678 

0,603 0,569 

0,764 0,449 

0,965 0,355 

1,314 0,261 

1,657 0,207 

On v6rifie que l'dgalitd des deux 6paisseurs de couches 
limites correspond bien h P r  = 0,5. Ainsi, cette 6quation 
est applicable sur l'intervalle P r  <_ 0,5. 

3.4 .2 .  T e m p E r a t u r e  p a r i E t a l e  i m p o s E e  

La %solution de l'~quation (15) conduit £ : 

(Nitx  5 54  Nu v__ 

864 ( 
~4 ~ \ Rv~E~/+ ~---y-=0 (17) 

Le domaine de validitd de cette ~quation correspond 
la plage Pr  < 1,0. 
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Nux 
Toutes les valeurs obtenues du rapport ~ en 

function de Pr,  d~duites des 6quations (13), (14), (16) 
et (17), sont report(~es dans le tableau L 

4. ANALYSE COMPARATIVE 
DES DEUX METHODES 

Par analogie avec la m6thode int6grale, posons, 
Nu~ 1 

pour la m~thode diff~rentielle, ~ - G(0) pour le 

Nu~ 
probl~me £ flux impos6 et ~ - - t g * ' ( 0 )  pour le 

probl~me £ temperature impos6e. 
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Les rGsultats obtenus, tan t  par  la m~thode int6grale 
que par  la mGthode diffGrentielle, sont rGsum+s dans le 
tableau I, sur la plage 1 0 - a <  Pr < 10 ~. I1 est ~+ noter  

6T que le rappor t  -~- a ~galement +t+ reportG ; issu de 

l'Gquation (10) concernant la mGthode int~grale, il a Gt+ 
dGtermin+ par  la mGthode diff~rentielle ~+ par t i r  de la 
rGsolution de l '~quation (3) de Blasius, ott l '~paisseur 
de la couche limite dynamique a ~tG trouvGe comme 

x 
~tant 6 = 4,91--~+e+" C'est  cette expression que nous 

avons consid~rGe, et non celle approchGe communGment 
x 

adopt6e dans la l i t t6rature,  soit 5 ~ 5 

On pr~cisera qu'en ce qui concerne la m~thode 
diff~rentielle, et plus particuli~rement le casb.  temp6ra-  
ture impos~e, nos r~sultats sont conformes aux 
premieres donndes de Pohlhausen [1] sur la plage 
0,6_<Pr_<15, puisqu'on enregistre un ~cart relatif  
n'exe~dant pas 0,9 % sur cette plage. 

Un examen des valeurs mentionn~es dans le tableau I 
montre que, pour ]e probl~me thermoconvect if  '~ 
tempdrature  impos~e, quelle que soit la m6thode 
employde, la condit ion 5T = 5 est satisfaite pour 
un m6me nombre de Prand t l  Pr = 1,0. On notera  
cependant  une l~g~re difference pour le probl~me 
flux impos~ quant au respect de cette condit ion ; elle 
est donnde pour Pr = 0,5 par  la m~thode int~grale et 
pour Pr ~ 0,702 par  la mdthode diff~rentielle. 

De mani~re ~t demeurer  coherent avec la formulation 
de lois de r~gression mentionndes usuellement dans 
la l i t tdrature,  nous avons repr~sent~ sur les figures 1 
(m~thode int~grale) et 2 (m~thode diff~rentielle), les 

Nux 
graphes d '~volution du param~tre  ~ en fonction 

de Pr. Superpos~es ~ ces valeurs sont report~es les 
lois de rdgression que nous en avons d~duites. Sur ces 
graphes sont ~galement pr~cisdes les valeurs de Pr qui 
correspondent aux ruptures  de pente  des graphes. 

Les graphes obtenus montrent  une concordance 
manifeste entre les r~sultats des deux approches 
th6oriques (figures 1 et 2), l 'dcart  relat if  moyen entre 
eux, sur la plage examinee de nombres de Prandt l ,  5tant 
de l 'ordre de 4,8 %, pour le cas h flux imposd, et de 
2 ,1%,  pour le cas £ t empera ture  impos~e. 

En outre, on constate  que quelles que soient l 'ap-  
proche et la nature  du probl~me thermophysique 
consid~r~es, les correlations pr~cis~es ob~issent iden- 
t iquement h des lois de r~gression proportionnelles,  par  
valeurs croissantes de Pr, ~ Pr½, Pr~ et Pr½. I1 ap- 
para~t ~galement que, dans les deux cas, le t ransfer t  
de chaleur est plus impor tan t  pour le probl~me h flux 
imposd que pour celui h tempera ture  impos~e, l '~cart 
relatif  moyen sur la total i td de la plage de Pr 5rant 
de 24 % par la m~thode int~grale et de 29 % par  la 
m~thode diffdrentielle. 
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F igure  2. Evolut ion laws o f  ~ versus P r  deduced f rom 

the d i f ferent ia l  method.  

5. C O M P A R A I S O N  A V E C  L E S  D O N N I ~ E S  
D E  L A  L I T T I ~ R A T U R E  

ce s tade de notre l '6tude, nous pr~sentons dans 
le tableau Hles  lois de r~gression mentionn~es dans la 
l i t tdrature.  On prdcisera que seuls les r~sultats relatifs 

la mdthode int~grale dSvelopp5e ~ l 'ordre 4 sont 
mentionn~s (on trouve chez certains auteurs  (7, 8]) 
quelques r~sultats d~duits de l 'ordre 3. 

4 0 3  

m 

¢6 
E 

i t  

s t  

u _  

O 

+ %  ~ i  

4 + • 



G. Polidori et al. 

Probl6me 

TABLEAU II / TABLE II 
Tableau r~capitulatif des donn~es de la litt~rature. 

Summary table of literature data. 
Nu~ 

Gamme de Pr  R~f~rences 

M~thode diff~rentielle 

Temperature impos~e 

Flux impos4 

Pr > >  1 
0,6 <_ Pr  <_ 20 

P r < <  1 

10 -a _< Pr  -< 5.10 -a  

0,6 _< Pr <_ 15 

0,338 Pr  ½ 
0,332 Pr ½ 

0,564 Pr ½ 

0,564 Pr ½ 

0,414 Pr ½ 

Fortier [111, Kakag et al.[7] 
Cebeei [8], Darrozes et al. [12], 

Fortier [11], Kakag et al. [7], 
Kays et al. [13], Padet [6], 

Fortier [11], Kakag et al.[7], 
Padet [6] 

Cebeci et al. [8] 

Darrozes et al. [12], Fortier [11], 
Padet [6] 

Temperature impos~e 

Flux impos4 

M4thode intdgrale (ordre 4) 

0,6 <_ Pr -< 20 

Pr > >  1 
0,6 _< Pr  -< 20 

0,342 Pr½ 

0,414 Pr½ 
0,431 Pr½ 

Darrozes et al. [12], Fortier [11], 
Padet [6] 

Cebeci et al. [8], Fortier [11] 
Darrozes et al. [12], Fortier [11], 

Padet [6] 

I1 appara~t £ la lecture de ce tableau que seul le 
cas ~ temperature impos~e %solue par la m~thode 
diff~rentielle semble bien rep%sent~, puisqu'une large 
plage de nombres de Prandtl  est eouverte. En revanche, 
pour les trois autres situations, il n'est fait mention 
d 'aucune donn~e pour Pr  < 0,6 et pour Pr  > 20 (sauf 
pour le cas g flux imposG rSsolu par la m6thode 
int~grale, que nous rediscuterons plus loin). Nous nous 
proposons ainsi de eompl6ter ees donn~es. 

Nous avons mentionn6 dans le tableau III  les 
diff~rentes lois de %gression que nous avons trouv~es 
(figures i et 2) sur l'ensemble de la plage 
10-a_< Pr -< 102. De plus, nous avons report~ les ~earts 
relatifs (lorsque la comparaison 6tait possible) entre nos 
donn~es et celles de la littSrature. 

Nous confirmons, quelle que soit la situation 
considSr6e, les valeurs donn~es dans la litt6rature pour 
l'emploi de fluides usuels (0,6-< Pr  <_ 102), exception 
faite du eas g flux impos~ r~solu par la m~thode 
diff~rentielle. Pour celui-ei, il est fait mention de l'ex- 

1 
pression 0,414 PrS ,  que nous mfirmons ; nous proposons 
la valeur 0,462 Pr½. Ce %sultat est confirm6 par eeux 
donn~s par Sparrow et al. [9] et de Tchao et al. [10], 
pour un nombre de Prandtl  uni%, g savoir 0,458 et 
0,460. De plus, eertains auteurs [8] proposent sur la 
plage 10-a_< Pr-< 5.10 -3 la loi de r~gression 0,564Pr½ 
pour le probl~me g temp6rature impos~e, r6solu par 
la In6thode diff~rentielle. Nous proposons l'expression 

1 

0,515Pr~ qui. outre le fait de presenter une meilleure 

approximation sur la plage mentionn6e, peut 6tre ~ten- 
due jusqu 'g Pr = 0,02 (cas des m6taux liquides tels que 
le mercure). Par ailleurs, on observe dans la litt6rature 
pour le cas £ flux impos6 trait5 par la m~thode int6grale 
un d~coupage pour Pr  > 0,6 : [0,431 Pr~,  0,6 _< Pr _< 20] 

et [0,462Pr½, Pr  > >  1]. Nous proposons l'expression 
0.447 Pr½, qui donne de meilleurs %sultats sur la plage 
unique Pr >_ 0,5. 

Remarque. On rappellera que si l'~tude pr~sent~e 
d6coule d'une analyse adimensionn6e cent%e sur les 
variations du noinbre de Prandtl,  Pr n'est cependant 
pas compl6tement rep%sentatif d 'un  fluide. Le retour 
aux grandeurs dimensionn6es fait 6galement intervenir 
s6par6ment ) , fe t  v, que l'on retrouve dans les relations 
(1) et (2). 

6. E X T E N S I O N  DE LA M E T H O D E  
INTI~GRALE A U X  E C O U L E M E N T S  
PARI I~TAUX CISAILLES 

Apr6s avoir 6tudi6 les cas off ~-_<1 et _>1, 

nous nous sommes int6ress6s par la m6thode int6grale 
aux probl6mes oh ~T > >  & que l'on rencontre lorsque 
Pr--+ O, et qui d6finissent la famille des 6coulements 
pari6taux cisaill6s. On les rencontre, en particulier, 
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TABLEAU III / TABLE Ill 
Nu~ 

Lois de r4gression du rapport Rvr.R~ ~ 

et plages de nombre de Prandtl correspondantes. 

Nux 
Deduced regressing laws of - -  

and corresponding Prandtl number range. 

Probl6me Gamme de Pr Nuz l~cart relatit 
awe l~s 
donn6es 

de la 
litt6rature 

Mdthode diffdrentielle 

lO-3<pr<_O,02 0,515Pr½ 8,7% 

Temperature 0 ,02_<Pr<l ,0  0,342Pr~ 
impos6e 

1,0 < Pr <_ 100 

10 -3 _< Pr <_ 0,02 

0,332 Pr ½ 

0,735 Pr½ 

0% 

Flux impos6 0,02_< Pr <_ 0,7 0,484 Pr~ 

0 , 7 _ P r _ 1 0 0  0,462Pr½ 11,6% 

M6thode int6grale (ordre 4) 

10-3 <. Pr_< 0,02 0,522 P r  ½ 

Temp6rature 0,02_< Pr <_ 1,0 0,345 Pr~ 
impos6e 

1,0_< Pr<_ 100 

10 -3 < Pr <_ 0,02 

Flux impos6 0,02_< Pr <_ 0,5 

0,5 _< P r  _< 100 

0,345 Pr ½ 

0,685 Pr½ i 

0,463 Pr~ 

0,447 Pr ½ 

0,9 % 

3,7% 

dans les 6coulements de m6taux liquides. Nous nous 
proposons de compl6ter l '6tude pr6c6dente et de 
l'6tendre £ ce type d'6coulement, de mani6re/~ pr6ciser 
en de(;£ de quelle valeur de Pr (ou ~ partir de quelle 

rapport  7 )  on peut faire l 'hypoth6se qu 'un valeur du 

6eoulement de type eouehe limite peut 6tre approxim6 
par un 6eoulement pari6tal cisaill6 pur. Pour ce faire, 
nous 6tablissons les 6quations relatives aux 6eoulements 
eisaill6s. 

Traitons, en premier lieu, le cas off le probl6me 
thermoconvectif est ~ flux pari6tal impos6. L'6quation 
int6grale de l'6nergie s'6crit sous sa forme la plus simple : 

U~ ~x O dy =- - a f  
y = 0  

(18) 

La r6solution m6ne/t  l '6quation 

d (02) _ 5 af ~i2mp 
dx 3 U~o ,X~ 

qui admet la fornmlation purement analytique suivante : 

( ~ p  - -  ~ ) i m p  X } (19) 
AfV~ r 

Analysons maintenant le cas off le probl~me thermo- 
convectif est ~ temperature pari6tale impos6e. La r6so- 
lution de l '6quation int6grale de l'6nergie (18) conduit 
5. l 'obtention d 'une 6quation diff6rentielle du premier 
ordre : dqSp 5 af 3 

2 2 ~ p = O  dx + 3 Af (~imp Ucx~ 
qui admet pour solution : 

¢p =: Af 1 / 3 P r  ½Oimp ~ (20) 
V l u  X 

Le tableau IV illustre la comparaison entre les 
donn6es relatives aux 6coulements de type couche 
limite lorsque Pr--* O, et aux 6coulements pari6taux 
cisaill6s. Pour ce faire, nous avons report6 les termes 

Pr~ et des 6quations (19) et (20) pour 

les 6coulements cisaill6s, ainsi que les r6sultats Nu~ 

des 6quations (16) et (17) relatives aux 6eoulements de 
5T 

type eouehe limite lorsque ~-  > 1, pour les probl6mes 

thermoconvectifs respeetivement £ flux et temp6rature 
impos6s ; nous aJeons 6galement mentionn6 les 6carts 
relatifs E(%) eorrespondants. 

On montre, ~ partir des 6carts relatifs indiqu6s, que 
t .  

pour P r < 5 . 1 0  -4, ee qui correspond h ~-_>19,8, un 

6coulement de type eouehe limite se comporte eomme 
un 6coulenlent pari6tal cisaill6, pour le eas h flux 
impos& Par ailleurs, on 6tablit que la consid6ration 
d 'un 6coulement purement cisaill6 est justifi6e pour un 
probl~me ~ temp6rature impos6e lorsque Pr <_ 10 -a, ce 

qui correspond ~ un rapport ~ -  > 20,2. 

Ainsi, quel que soit le probl&ne thermophysique 
consid6rG flux pari6tal ou temp6rature pari6tale im- 
pos6s, il apparait que la transition 6coulement de 
touche limite/6coulement pari6tal eisaill6 est atteinte 

6T pour -~- ~ 20. 

7. MISE EN GARDE CONTRE L'EMPLOI 
DE LA MI~THODE DE POHLHAUSEN 
AUX ORDRES 2 ET 3 

Opter pour la m6thode de Pohlhausen conduit 
in61uctablement h la question du choix de l'ordre du 
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Flux impos6 

TABLEAU IV / TABLE IV 
Comparaison des r~sultats relatifs aux ecoulements de couche limite 

et rampants Iorsque P r  - ~  O, par la mOhode int~grale. 

Comparison between boundary layer and slug flow results when P r  --~ O, 

deduced by integral method. 

Pr 0,02 0,01 

Nux 
0,096 0,070 

(dcoulement de touche limite) 

V/~Pr½ 0,109 0,077 

(dcoulement rampant) 

E (%) 

Nux 

(4coulement de couche limite) 
Temp4rature impos4e 

• ~ o ~ p r ½  " 
(6coulement rampant) 

E (%) 

11,9 9,1 

0~070 0,051 

5-10 -3 10 3 5.10-4 

0,051 0,023 0,017 

0,055 0,024 0,017 

7,3 4,2 0 

0,037 0.017 0,012 

10 4 

0,007 

0,007 

0 

0,005 

0,077 0,055 0,039 0.017 0,012 0,005 

9,1 7 , 3 1 5 , 1  0 0 [ 0 

polyn6me retenu. Bien souvent, cet ordre d4coule d 'un 
compromis entre commodit6 d'emploi (les calculs sont 
d 'autant  plus fastidieux que l 'ordre est 61ev6) et sens 
physique. Par exemple, l 'ordre 2 peut ~tre accept6 pour 
traiter un probl~me de r4ehauffement h la condition 
expresse que 6T _< 5 (si 5T > & un profil parabolique n'est 
plus acceptable). Par ailleurs, consid4rer un problbme 
de relaxation thermique complete induit de fait l 'emploi 
d 'un ordre strictement sup4rieur 5 2 pour satisfaire la 
condition de gradient pari4tal de temp4rature nul. 

Pour s'affranchir de ees consid6rations, on prdf~re 
alors opter pour l'ordre 4, situation implicitement 
,, passe-partout ,,. 

Notre propos eoncerne le choix de l 'ordre polynomial 
£ partir de la coh6rence physique des r6sultats obtenus 
aux diff6rents ordres. Pour ce faire, nous pr~sentons 
les r6sultats en %gime 6tabli relatifs aux ordres 
polynomiaux 2 et 3, et les comparons 5 l 'ordre 4, obtenu 
prdc~demment. 

- Mdthode de Pohlhausen it l'ordre 2 

= 0 (21) 

Mdthode de Pohlhausen ~ l'ordre 3 

Nux ~5 

,/-tiC] 

3 159 
2 508,8-103 

= 0  (22) 

titre d'exemple, nous traitons uniquement le 
cas correspondant au probl~me thermoconvectif/~ flux 
impos4 lorsque 6w _< 6, l '4tude des autres cas, i.e. 6T > 5, 
et le probl~me g temp4rature impos6e ayant conduit 
aux in~mes conclusions. 

Nous avons, sur la figure 3, trac4 les graphes 
( N~x ) 

- - ,  P r  en fonction d'4volution des fonctions F \ Rv/_R~ ~ 

Nux 
de V ~ e ~ '  pour les ordres polynomiaux 2 (21), 3 (22), 

4 (13), et rep%sent4 sur la figure gces m6mes graphes, 
mais avec une ~chelle beaucoup plus dila%e, et ce, pour 
un hombre de Prandtl  unit& 

I1 apparMt qu'aux ordres 2 et 3, deux valeurs de 
Nux ( N u x  ) 

x/-R-~- satisfont les 4quations F \ Rv/_R_~,e~ , Pr = O, alors 
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Figure 3. Courbes d'~volution comparatives de , P r |  

N u x  
en fonction de ~ : rn~thode de Pohlhausen aux ordres 

2, 3 et 4 ( P r  = 1). 

F( --Nu~ , ) Figure 3. Comparat ive graphs ~ V / _ ~  z P r  versus 

N u x  
~ :  2, 3 and 4-order  Pohlhausen method ( P r  = 1). 
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Figure 4. D~tail de la f igure 3. 

Figure 4. Detail of f igure 3. 

que l 'ordre 4 ne souffre d 'aucune ambiguYtd quant  
l 'unicitd de la solution du probl~me en rdgime 

permanent .  

Ainsi, aux ordres 2 et 3, les deux valeurs obte- 

( Nu~ ~ (Nu~ ~ induisent deux so- nues \ ~ / m m  et \ Rv~R_~ / ..... 

lutions du rdgime dtabli,  respectivement (Op(X)) . . . .  et 
(Op(X))mi~. On montre  que la variat ion de Pr n 'a  au- 

( Nu~ "~ , alors que tune influence sur la valeur de \ Rx/-R-~ J ~ 

la seconde racine est logiquement ddpendante  de Pr. 
Bien dvidemment,  on pourra  toujours s ' accommoder  de 
cela en disant  que le ehoix parnfi ces deux solutions 
n 'est  pas arbi traire ,  et repose sur le fait que le probl~me 
physique /~ la base de l 'dtude, d 'une  part ,  ne peut  ad- 
met t re  qu 'une solution unique et, d ' au t r e  part ,  est lid 5~ 
la nature  du fluide, ce qui conduit  de fail au ehoix de 
(O~(~))m, . .  

Ndanmoins, il est toujours plus satisfaisant d ' adop te r  
une mdthodologie math6mat ique  non dquivoque ; c 'est  
pourquoi  nous prdconisons l 'emploi de l 'ordre 4 par  la 
m~thode de Pohlhausen. 

8.  C O N C L U S I O N  

L'dtude thdorique des dcoulements de type  couche 
limite sur plaque plane en convection laminaire forcde a 
dtd reconsiddrde de mani~re g fournir des conclusions de 
synth~se sur les solutions de rdgime thermique dtabli  sur 
une plage continue de nombres de Prand t l  variant de 
10 -a  g 10 2, apr~s examen, dans la l i t tdrature,  de donndes 
t rop disparates  voire, pour  certaines, manifestement  
errondes. Les deux probl~mes thermophysiques,  g 
tempdrature  patiO;ale imposde et g flux imposd, ont 
dtd traitds. 

Les deux approches thdoriques retenues, mdthode 
diffdrentielle et mdthode int~grale de Karman  
Pohlhausen ddveloppde au 4 e ordre, bien qu'in- 
tr ins~quement diffdrentes, donnent  des rdsultats  tr~s 
proches sur l 'ensemble de la plage de Pr ~tudide ; ~cart 
moyen infdrieur g 5 % pour  le probl~rne/~ flux impos~, et 
de l 'ordre de 2 % pour  le cas ~t tempdrature  imposde. Par  
ailleurs, quelle que soit la mdthode thdorique retenue, 
la comparaison du transfert  de chaleur pour les deux 
probl~mes thermophysiques est en faveur du probl~me 
flux imposd, l 'amdliorat ion dtant  de 24 % par  la m&hode 
intdgrale et 29 % par la mdthode diff&entielle. 

Une extension de la mdthode de Karman  Pohlhausen 
aux tr~s faibles valeurs de Pr a 6td effectude ; en eom- 
parant  les rdsultats  obtenus aux solutions analytiques 
des probl~mes thermophysiques en deoulements cisaillds, 
nous avons trouvd qu 'un dcoulement de type  eouehe li- 
mite se comporte  comme un dcoulement eisailld en de~g 
de P r  = 5.10 -4 pour  le probl~me g flux impos~, et 10 -3 
pour celui g t emp&atu re  imposde. Dans les deux, c 'est  

c 
un m~me rappor t  ~.r = 20 qui matdrialise la t ransi t ion 

entre ces deux types  d'deoulement.  

Enfin, en comparant  les rSsultats relatifs g la mdthode 
de Karman-Poh lhausen  aux ordres 2, 3 et 4, on montre 
que seul l 'ordre 4 admet  une solution unique du rdgime 
permanent ,  les deux autres  ordres fournissant deux 
solutions distinctes. 
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A b r i g d e d  E n g l i s h  V e r s i o n  

R e v i s i t e d  r e s u l t s  a b o u t  t h e  t h e o r y  o f  s t e a d y  l a m i n a r  f o r c e d  c o n v e c t i o n  
fo r  2 D  e x t e r n a l  b o u n d a r y  l a y e r  f lows 

This work deals with the theoret ical  s tudy of forced 
convective heat  transfer in a 2D laminar  boundary  
layer type  flow, and especially concerns semi-analyt ical  
solutions of thermal  s teady states,  under the following 
basic hypotheses: fluid propert ies  are not dependent  
on thermal  effects and the dynamical  boundary  layer is 
assumed to be established. The two constant  flux density 
and surface t empera tu re  s i tuat ions have been examined,  
by means of both  differential and Kaxman-Pohlhausen  
integral methods in the large Prand t l  nmnber range 
10-~<_ Pr <_ 10 2, which covers liquid metals  as well as 
heavy oils. 

One could question the reason why such a s tudy  has 
been revisited because this problem seems now to be 
considered as well described. Two reasons have justified 
our interest.  The first one is tha t  there appears  in 
the  l i terature on the one hand, a lack of da t a  in the 
whole range of fluid Prand t l  numbers and on the other  
hand, tha t  some published da t a  seem to be wrong. The 
second reason is tha t  the  perfect knowledge of s teady 
s tate  solutions is of very impor tan t  interest in t rea t ing  
transient  thermophysical  problems because they are no 
more than  asymptot ica l  solutions of unsteady problems: 
the initial solutions for cooling problems and the final 
solutions for heating ones. 

The s tudy is divided into three parts.  

The aim of the first par t  is to summarize the results 
concerning the large range of P rand t l  numbers above 
mentioned from the two mathemat ica l  approaches (dif- 
ferential and 4th order Karman  Pohlhausen methods).  
Prom the general s teady formulations (1) and (2), the 
objective consists in giving the values of the fundamen- 
tal  parameter  k Pr  "~ or N u / R e  with varying Prand t l  

number.  Firstly, from the integral approach, two dis- 
t inctive cases have been examined according to the 
relative posi t ion of both  the thermal  and dynamical  
boundary  layer. The par t icular  case where 5T = 5 has 
been found to correspond respectively to Pr  = 0.5 and 
Pr = 1.0 for constant  flux and constant  t empera tu re  
problems. It will be noticed tha t  the differential method 
gives Pr  = 0.7 and Pr = 1.0 for these same cases. All 
results have been summarized in table I and deduced 
regressing laws are presented in figure 1 and in table II. 
When one compares the two approaches,  it appears  tha t  
there is a good agreement between the evolutions of the 
N u / R e  parameter ;  whatever the thermal  problem and 
the mathemat ica l  approach, the evolution of this  para-  
meter  when increasing Pr  is respectively propor t ional  to 
Pr  1, Pr~ and Pr 1. In the considered Prand t l  number 
range, the average difference between the two methods 
is less than  5 % for the constant  flux problem and 
about  2 % for the constant  t empera tu re  one. Secondly, 
comparisons with l i terature  da t a  have been established 
(table III) when it was possible. If our results from 
integral method confirm the few l i terature data ,  there 
are differences with the 'exact '  differential method.  In 
par t icular  one notices a difference more than 11% with 
the l i terature da t a  for the constant  flux problem in the 
P r  range which covers main usual fluids. 

Tile second part  is an extension of the previous one 
but  concerns only the integral method.  Its aim is to 
answer the following question: when can one consider 
tha t  a boundary  layer type  flow presents the  same 
behaviour as a slug flow---defined by a uniform velocity 
prof i le- - in  identical thermal  condi t ions? It is shown 
tha t  whatever the thermophysical  problem constant  
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flux density or constant  surface t empera tu re  - the same 

thickness rat io ~ -  = 20 traduces from boundary  layer 
( 2  

a thermal  viewpoint  the t ransi t ion of a boundary  layer 
flow to a slug flow. In conclusion, from the same rat io 

/~.ffT = 20 or up to Pr = 5-10 -4 for the constant  flux 
5 

problem and Pr = 10 -3 for the constant  t empera tu re  
one, the s teady semi-analyt ical  thermal  response of 
a boundary  layer type flow is the same as the fully 
analyt ical  response of a slug flow (table IV). 

The thi rd  par t  also concerns integral method and 
leads to conclusions about  the choice of the  polynomial  
order by the Pohlhausen method.  If one can get 

round this problem from intuit ive cons idera t ions- - i t  
is known for example tha t  a 2nd polynomial  order is 
not sat isfactory to t rea t  a cooling problem because of 
the  presence of a zero surface t empera tu re  g rad ien t - - ,  
the object ive of this par t  is to t ry  to make a polynomial  
order choice from a mathemat ica l  criterion. So, the 2nd, 
3rd and 4th orders have been tes ted and compared.  I t  
appears  tha t  only the 4th order  leads to a single thermal  
s teady s ta te  solution while the other ones generate two 
dist inctive roots, one of them being of absolutely no 
significance. As such continuous thermal  problems have 
no reason to admit  two dist inct ive s teady s ta te  solutions, 
a 4th order polynomiM shape is advocated.  
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